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session 1

構造最適化とは



最適設計問題

• コスト最⼩化問題
構造物のコスト（材料の体積）
制約条件： 構造物の⼒学的性能（設計条件，変形制限）

• 性能最⼤化問題
構造物の⼒学的性能
制約条件： 構造物のコスト（材料の体積）

最⼩化

最⼤化（変形の最⼩化）

• 応答量の上限値および許容されるコストが適切に与えられれ
ば，得られる設計解は同じ。

• 解きやすい⽅，説明しやすい⽅を⽤いる。

与えられた設計条件の下で最も適切な設計（設計解）
を求める問題
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建築構造の最適化

p構造最適化
• 機械・航空⼯学での構造物の最適化

p構造形態創⽣
• ケーブル構造の釣合い形状解析：エネルギー最⼩化⇒最適化との関連
形態解析ともよばれる

• 膜の等張⼒曲⾯：⾯積最⼩化

p⾃由曲⾯シェルの形状最適化
• 特殊な構造なので，最適化の価値は⾼い

p⾻組構造の最適化
• 単品⽣産であるが，総コストは⼤きい

p建築部品（接合部，ダンパーなど）
の最適化
• ⼤量⽣産なので効果が⼤きい

[崔，⼤崎 2019]

[⼤崎 2008]
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構造最適化の分類（⾻組・トラス）

最適設計（断⾯積）

トポロジー最適化
（部材の配置）

形状最適化
（節点位置，曲⾯形状）

p最適設計
• 狭い意味：部材断⾯の最適化
• 広い意味：構造最適化と同義

（断⾯最適化，トポロジー最適化，形状最適化の総称）

pトポロジー最適化
• ⾻組構造のブレースやトラス部材の配置の最適化

p形状最適化
• ⾻組の節点（接合部）の位置の最適化，曲⾯の形の最適化
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トポロジー最適化

１１部材平⾯トラス 変位を最⼩化する
部材配置

不要な部材を削除する過程
[Hayashi and Ohsaki 2020]
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形状最適化

トポロジー，形状，断⾯の同時最適化

変位を最⼩化する節点位置
節点の存在可能範囲

[Hayashi and Ohsaki 2017]
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平⾯トラスの最適化

静的荷重に対する応⼒が上限値に⼀致する設計を求めること
により，部材の材料の体積を最⼩化する。
（全応⼒設計，fully stressed design）
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平⾯トラスの最適化

単⼀荷重

複数荷重

鉛直荷重に対しては不安定トラス
（部材数５，変位の⾃由度６）

⽔平荷重に対しては
静定トラス

2つの荷重を個別に作⽤させる
不静定トラス

構造最適化によって⼒の流れが⾒える
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構造最適化（２変数の例）

A1

A2

u設計変数：
p 部材1, 2, 5の断⾯積 = A1
p 部材3, 4の断⾯積 = A2

u⽬的関数： 全部材体積 V = L1 x A1 + L2 x A2
u制約条件：

p 節点3の変位が上限値以下
p 部材4の応⼒が上限値以下

グループ１

グループ２
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許容領域と最適解

体積⼀定の
直線

V = L1 x A1 + L2 x A2
→ A2 = V /L2 ‒ (L1 /L2) x A1

変位制約を等号で満たす

応⼒制約を
等号で
満たす

許容領
域

・2変数ではグラフィカルな解法が可能
・3変数以上では数値解法が必要
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Session 2

最適化の⽅法と最適化例



最適化問題

• 構造最適化： 数理⼯学，経営⼯学などで発展した最適
化の構造設計への応⽤

• 変数に関する制約の下で，⽬的関数を最⼩化あるいは最
⼤化する問題（数理計画問題）

minimize ( )
subject to ( ) 0, ( 1, , )

( ) 0, ( 1, , )

E
i

I
i

F
G i N
H i N

= = …

£ = …

x
x
x

( )F ®x
⽬的関数

最⼩化
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最適化⼿法

p数理計画法
• ⾮線形計画法

• ⽬的関数と制約関数は設計変数の連続関数（勾配に基づく⽅法）
• 最適性条件法（最適解で満たされる条件を直接解く）

• 整数計画法（組合せ最適化）
• ⼤域最適解が得られる⽅法（分枝限定法）
• 近似最適解を得る⽅法（緩和法，貪欲法）

p発⾒的⼿法（ヒューリスティックス，進化的⼿法）
• ⼤域最適解が得られる保証はないが，実⽤的な時間で近似
最適解が得られる⽅法
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数理計画法に基づく最適化⼿法の分類

それぞれの問題で最適な方法を選択
⇒ 最適化に対する知識が必要

組合せ最適化線形制約つき
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最適化のために必要なもの（解析と最適化の関係）

• 最適化⼿法：関数評価と最適化アルゴリズムの繰返し
• 構造最適化：⽬的関数や制約条件の関数は関数は応答量（変位）の関数
• 微分係数が必要な場合 設計感度解析（微分演算）

構造最適化

解析
シミュレーション
関数の評価 設計感度解析

（微分演算，差分
近似）

機械学習によ
る関数近似

数理計画法
発見的手法

関数を呼び出す⽅向
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設計感度解析（直接微分法）

i i iA A A
¶ ¶ ¶

+ =
¶ ¶ ¶
K U PU K

=KU P

i i iA A A
¶ ¶ ¶

= -
¶ ¶ ¶
U P KK U

剛性方程式

両辺を設計変数（部材 iの断面積）で微分

静的荷重に対する変位

剛性⽅程式と同
じ形式の⽅程式

変位Uと荷重Pの関係
K: 剛性行列
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全応⼒設計（fully stressed design）
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応⼒に⽐例して断⾯積を変更
(Stress-ratio algorithm)

応⼒が上限値あるいはそれ以下になる設計

U: 上限値,  L: 下限値

k: 繰り返し回数
r: 収束性を調整するパラメータ
静定トラス⇒r =1で１回で収束
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構造最適化での整数計画問題（組合せ最適化）

• トポロジー最適化
部材配置（ブレース配置）の最適化
部材（および節点）の存在を表す0-1変数。

• 離散断⾯の最適化
あらかじめ与えられた断⾯リストから選択

• 部材種別（材料）の選択
H形鋼，鋼管，RC，PCなど

• 免震・制震部材の配置
デバイスの存在を表す0-1変数
粘性ダンパー，座屈拘束ブレース
天然ゴム免震⽀承，スライダー，
履歴ダンパー

[Tamura, Ohsaki and Takagi 2018]
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ブレース配置の最適化

最適解

応⼒制約のもとでのブレースの体積最⼩化
⇒ 全応⼒設計を求めればよい？

全ての部材で応⼒制約
を満たす解

存在しない部材では
応⼒制約を満たさない（設計依
存型の制約）
⇒ 弱いところを強くすれば

良いというわけではない。

配置できるブレース
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列挙法による最適化

• 全ての可能な組合せを列挙する。
必ず⼤域最適解が求まる。

• ５部材トラス：
全ての部材の断⾯積が独⽴で5種類の
値をとり得る⇒組合せ数 = 55 = 3,125

• 10部材トラス：
• 組合せ数 = 510 = 9,765,625
• 1つの解の評価時間が0.01秒のとき，全列挙に要する時間は

27時間
• 列挙法で現実的なサイズの問題を現実的な計算時間で解

くことは困難
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発⾒的⼿法（ヒューリスティックス）

• 最適解が得られる保証はないが，現実的な時間で最適解
に近い解が得られる⽅法

• 多点探索型(population-based approach)
• 集団を進化させる⽅法
• 遺伝的アルゴリズム（GA）, 粒⼦群最適化法（PSO）など
• ⼈⼝数（各世代の解の数）を100として100世代まで解析すると，

総評価回数は10000
• 単点探索型：

• 局所探索に基づく⽅法
• 焼きなまし法（SA）, タブー探索法（TS）, ランダム探索（RS），

貪欲法（greedy method）など。
• 許容される計算量に応じて解の評価回数を決める。
• 解は必ず改善される。
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構造最適化（離散変数）

A1

A2

u設計変数：
p 部材1, 2, 5の断⾯積 = A1
p 部材3, 4の断⾯関 = A2

u⽬的関数： 全部材体積 V = L1 x A1 + L2 x A2
u制約条件：

p 節点3の変位が上限値以下
p 部材4の応⼒が上限値以下
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許容領域と最適解

体積⼀定の
直線

V = L1 x A1 + L2 x A2
→ A2 = V /L2 ‒ (L1 /L2) x A1

変位制約を等号で満たす

応⼒制約を
等号で
満たす

許容領域

・A1, A2は整数変数1, 2, ...をとる。
・最適解： A1 = A2 = 2
・3変数以上では数値解法が必要

最適解
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貪欲法（greedy method）

• 制約条件を満たさず最も⽬的関数の⼩さい解から出発して，
最も効率よく⽬的関数と制約関数を改善する⽅向に解を更新

• 制約条件 |U3| £ 0.025, |s4| £ 0.006
• 初期解: (A1,A2) = (1,1),  U3 = -0.0472, s4 = -0.011, 

変位と応⼒に関する制約条件を満たさない。

A1
A2
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貪欲法（greedy method）

• 制約条件が満たされない割合 
a(変位) = 0.0472 / 0.025 = 1.89,  a(応⼒) = 0.011/ 0.006 = 1.83
⇒ a = 1.89 ⇒ aが 1 以下となるまで探索

• 解の改善の尺度：
b:  近傍解に移動したときのa の減少量のV の増加量に対する⽐

• A1を1増加:   a = 1.44, V = 12.1,  b = 0.129
A2を1増加:   a = 1.50, V = 12.7,  b = 0.0977

• bが⼤きい⽅を選択⇒ (A1,A2) = (2,1)
このとき，a =1.44 > 1なので，A1あるいはA2 をさらに増加

• (A1,A2) = (3,1) と (A1,A2) = (2,2)での変位と応⼒は，前者では制約条
件を満たし，後者では満たさないので，前者を採⽤してそれを近似
最適解とする。

• この例では⼤域最適解が得られた。
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⾻組の最適化（応⼒制約）

- 静的載荷：⾃重，積載荷重，
⽔平荷重（Ai分布）

- 剛床仮定
- 応⼒制約：上限値 = 2.0
- 部材体積最⼩化
- 梁・柱の断⾯：2層ごとに同⼀

内側と外側で異なる

離散断⾯リスト
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最適解

連続変数の
最適解AR

ARに最も近い
離散断面

ARの近傍を列挙
して得られた解

貪欲法 けちけち法

全部材体積 4.827 5.278 5.259 5.538 5.182

応力絶対値
の最大値

2.000 1.971 1.986 1.949 1.987

応⼒の
上限値=2.0
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構造最適化のためのソフトウェア

p商⽤パッケージの利⽤：
• 最適解の知識がほとんどない場合

⇒ 構造解析と最適化を含んだパッケージ
• 最適解の知識が少しある場合

⇒ 最適化のパッケージのみ：
ü ⽬的関数と制約関数を評価するための解析プログラムを準備
ü 解析プログラムはバッチ処理可能（コマンドあるいは外部プログラ

ムから実⾏可能）

最適化プ
ログラム

商⽤パッケージ

構造解析
目的関数の評価
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構造最適化のためのソフトウェア

p最適解の知識がある場合
⇒ 最適化ライブラリの利⽤：
• Python, Matlabなどのプログラム⾔語
• Rhino-Grasshopperのプラグイン
• 解析と最適化プログラムのインターフェイスプログラムを準備

最適化ラ
イブラリ

メインプログラム
（解析モデル，最適化パラ
メータ⼊⼒）

構造解析
目的関数の評価

インターフェイスプログラム
（解析の実⾏，データ⼊出⼒）
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多⽬的構造最適化

• 建築の構造設計では，多数の制約条件，
目的関数を考慮する必要がある
⇒ 構造最適化問題は多目的最適化

 問題となる。
⇒ 多目的最適化問題の解をパレート

 最適解という。

• ２つの解1, 2において，解1の全ての
目的関数が解2の目的関数より小さいとき，
解2は解1に支配されているという。

• いかなる解にも支配されない解を，
パレート最適解という。

• パレート最適解は，何らかの意味で
最適な，あるいは選択可能な解で
あり，トレードオフ解ともいう。

許容解

パレート最適解

A
B

⽬的関数空間 F1

F2

解Aは解B
を⽀配

2⽬的の場合のパレート最適解

パレート
フロント

C

解Aから解Cに移動
⇒F1は減少，F2は増加
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多⽬的最適化の⽅法

p多⽬的最適化の構造設計での利⽤
• パレート解から1つの解を選択

最適化の際に考慮しなかった指標に
基づき選択 ⇒ 選好最適解

p事前情報を⽤いる⽅法
• 各⽬的関数の重要度や理想的な⽬的

関数値の組合せあらかじめ与えて，
単⼀⽬的最適化問題を解く。

p事前情報を⽤いない⽅法
• パレート最適解を列挙する⽅法

• 多数のパレート最適解を求め，最も望ましい選好最適解を選択。
• 対話的⽅法

• 仮の事前情報を与えて単⼀⽬的最適化問題の解を求める。
• 重み係数や理想点などの事前情報をインタラクティブに変更し，

パレート最適解を逐次更新して選好最適解を求める。

トレードオフ⽐
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重み付き線形和法

1
minimize ( ) ( )

subject to ( ) 0, ( 1, , )

FN

i i
i

I
i

F w F

H i N
=

=

£ = …

åx x

x

・パレートフロントが凸で
ない場合，全てのパレート
解が得られない。

・パレート解を探索する際に
重み係数を感覚的に変更
できない（重み係数の変更
量と解の変化量の関係が
分からない）。

wi: ⽬的関数の重み係数
（事前情報）
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制約法

1minimize ( )
subject to ( ) , ( 2, , )

( ) 0, ( 1, , )

F
i i

I
i

F
F F i N

H i N

£ = …

£ = …

x
x

x

単⼀⽬的関数：
とくに許容される上限値
が決まっていない関数

・応⼒と変位の最⼩化
⇒ 応⼒の上限値は明確に決まっている
⇒ 応⼒を制約して変位を最⼩化

・ひずみエネルギーと体積を最⼩化
⇒ ひずみエネルギーを制約して体積を最⼩化

 体積を制約してひずみエネルギーを最⼩化

：⽬的関数の上限値
（事前情報）iF
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⾻組の多⽬的最適化

• 設計変数
‒ 部材断⾯積，離散リストから選択

• ⽬的関数
‒ 部材体積
‒ ひずみエネルギー（外⼒仕事，コンプライアンス）

4層3スパン
平⾯⾻組
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⾻組の多⽬的最適化（局所探索法）

初期解の近傍解
の分布 

解析回数5000

解析回数400
部材体積

部材体積

部材体積

ひ
ず

み
エ
ネ

ル
ギ

ー

ひ
ず

み
エ
ネ

ル
ギ

ー
ひ
ず

み
エ
ネ

ル
ギ

ー

1つの解から近傍解
を多数生成し，その
中のパレート最適解
を保存

実線：多数の
解析回数で得
られたパレー
トフロント

[⼤崎 2008]
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パレート解集合

部材体積

ひ
ず
み
エ
ネ
ル
ギ

ー
トレードオフ⽐

トレードオフ⽐:
パレートフロントの傾き
⽬的関数の増加（減少量）
の⽐

⇒ ⽬的関数値とトレードオフ⽐
に基づき選好最適解を選択[⼤崎 2008]
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パレート最適解の例

(コスト：⼩, 剛性：⼩) (コスト：中, 剛性：中) 

(コスト：⼤, 剛性：⼤) 

部材体積⇒コスト

ひずみエネルギー
⇒剛性

[⼤崎 2008]
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